L
F—<
etrapez

KURS

GRAFY
(WYBRANE ZAGADNIENIA)

LEKCJA S5
Droga i cykl Hamiltona

Odpowiedzi do zadania domowego

www.etrapez.pl

Strona



y
F—<C \
etrapez
Czeé¢ 1: TEST

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)
8)
9)

O O T T Q 6 o T 9 T

=
e

ODPOWIEDZI DO ZADAN

Zad. 1

a) posiada droge (np. efdcba) oraz cykl Hamiltona (np. efdcbae)
b) posiada droge (np. aefdcbg), lecz nie posiada cyklu Hamiltona
c) nie posiada drogi, ani cyklu Hamiltona (graf nie jest spéjny!)

d) posiada droge (np. plfghiabjcdekoutnwmr) oraz cykl Hamiltona (np.
plfghiabjcdekoutnwmrp)
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Zad. 2

a) Graf jest hamiltonowski, np. cykl eadbce.

Wierzchotek Stopien
a 3
b 3
c 3
d 3
e 2

Stopien wierzchotka e jest mniejszy od n/2 =2,5, wiec graf nie spetnia wszystkich zatozen

warunku dostatecznego 1 - ale jest hamiltonowski.

b) Graf jest hamiltonowski, np. cykl afbcdea.

Wierzchotek Stopien
a 3
b 4
c 2
d 4
e 3
f 4

Stopien wierzchotka c jest mniejszy od n/2 =3, wiec graf nie spetnia wszystkich zatozen
warunku dostatecznego 1 - ale jest hamiltonowski.
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Zad. 3
Graf G: Zadnego z wierzchotkdw nie trzeba usungé, cykl Hamiltona to np. adcefgba.

Graf K: Nalezy usung¢ wierzchotek f lub g, wéwczas przyktadowy cykl Hamiltona to agcbdea
(usuwajac wierzchotek f).

Zad. 4

a)

Liczba krawedzi, wymagana przy zatozeniu warunku dostatecznego 2 dla tego grafu: 12
Liczba krawedzi w tym grafie: 12

Czy, graf spetnia zatozenia warunku dostatecznego 2 oraz jest hamiltonowski? TAK / NIE
b)

Liczba krawedzi, wymagana przy zatozeniu warunku dostatecznego 2 dla tego grafu: 17
Liczba krawedzi w tym grafie: 12

Czy, graf spetnia zatozenia warunku dostatecznego 2 oraz jest hamiltonowski? FAK / NIE

Zad.5

a) Graf posiada droge Hamiltona — dbcaikjlegfh, jednakze, aby posiadat cykl Hamiltona
nalezy dorysowac krawedz miedzy wierzchotkami d oraz h.

b) Graf posiada droge Hamiltona np. afinlimkhcegdb, jednakze, aby graf byt
hamiltonowski wystarczy wéwczas dorysowac krawedz miedzy wierzchotkiem a oraz
b (jest to jedno z mozliwych rozwigzan).

c) Graf posiada droge Hamiltona, np. abedc, dorysowujac krawedz miedzy
wierzchotkami c oraz a otrzymujemy graf hamiltonowski.
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Zad. 6

a) Graf jest hamiltonowski, przyktadowy cykl to 1,8,6,7,5,3,4,9,2,1.

Para wierzchotkéw v,w
1,6
1,3
1,4
1,9
2,7
2,6
2,5
3,8
3,7
3,6
3,9
4,6
4,7
4,8
5,8
5,9
7,9
8,9 7
Warunek dostateczny 3 nie stwierdza jednak w tym przypadku istnienia grafu
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hamiltonowskiego.

b) Graf jest hamiltonowski, istnieje cykl, np. 3,7,5,6,2,1,4,3.

Para wierzchotkéw v,w

1,3 6
1,5 4
1,6 5
1,7 5
2,4 6
2,5 5
2,7 6
3,5 6
4,5 5
4,6 6
6,7 6

Ponownie, warunek 3 nie stwierdza istnienia grafu hamiltonowskiego.
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Zad. 7

a) Jednym zbiorem jest {d,b} , natomiast drugim {a,c,e} .

a

b) Jednym zborem jest {b,d, f,h} , natomiast drugim {a,c,e, g,i, j} . Dla utatwienia

wierzchotki z pierwszego zbioru zostaty zaznaczone.
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Zad. 8

a) Nalezy zamieni¢ krawedz bf na ac, oraz bc na df.

a b oy

b) Nalezy usunaé¢ krawedzie ad, cf (jednym zbiorem wierzchotkéw jest zbior {b, f,d} ,

natomiast drugim {a,c,e} .
Zad 9.

a) Po usunieciu krawedzi miedzy ac dopetnienie grafu wyglada nastepujaco:
a b

d
Ten graf jest hamiltonowski.
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b) Nalezy usuna¢, np. krawedz ai, wéwczas dopetnienie grafu wyglada nastepujgco:
b

;ll'
Ten graf jest hamiltonowski.
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Zad. 10

Dla wyobrazenia rozwigzania wezmy graf:

= b o

®

3 . d

=]

Nastepnie rozwazmy tylko przypadek dla wierzchotka a:

- f,,aa'efa
/ “~feds

b
~ Ef,a'r:?"a
™~ foda

- befa

™~ feba
g —d

\Efbr:fa

T~ fcha

beda
==
] ~ TT~daba

\\ o boda
T~ddcha

Liczba mozliwych cykli dla tego wierzchotka wynosi 12, zatem liczba mozliwych cykli w tym

grafie wynosi 6-12=72 .
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Zad. 11

Kod Graya dtugosci 4:

0000
0001
0011
0010
1010
1000
1001
1011

1111
1110
1100
1101
0101
0111
0110
0100

Aant

etrapez

Graf odpowiadajgcy temu kodowi:

0010

0000

0111

0110 0100

0101

0011
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Zad. 12

a) Mozliwe rozwigzanie — dorysowujemy krawed? ef oraz bd:

3 b

d

Stopien grafu regularnego: 3

b) Mozliwe rozwigzanie:

Stopien grafu regularnego: 4

www.etrapez.pl Strona 11



L
F—< N
etrapez

Zad. 13

Dowdd przeprowadzimy stosujgc indukcje wzgledem n. Przyktadowy graf:

100 101
Qoo 001
010 011
110 111
Dowdd:
1. Dlagrafu G, bierzemy podgraf U, , gdzie V (U,) jest zbiorem wszystkich

wierzchotkow grafu G, ,, w ktdrych na ostatnim (n+1 miejscu) stoi 0, E(U,) jest

n+12

zbiorem krawedzi grafu G,,;, ktore faczg wierzchotki w podgrafie U, .

n+l2

2. Analogicznie tworzymy podgraf U, .

000 001

010 011

UO

110 111

3. Grafy U oraz U, sg izomorficzne, poniewaz kazdej parze potaczonych krawedzia
wierzchotkéw w grafie U, odpowiada taka sama para w grafie U, (oczywiscie,
etykiety nie sg brane pod uwage rozwazajac izomorfizm graféw).

4. Mozemy zauwazy¢, ze z grafu U, jak i z grafu U; mozemy stworzy¢ graf G, , tak

wiec sg one izomorficznez G, .
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Wierzchotki grafu

U U, G,
100 101 10
000 001 00
010 011 01
110 111 11

5. Skoro grafy U,oraz U, sg izomorficzne, sa podgrafami grafu G, ,, oraz sg
izomorficzne z grafem G, to muszg istnie¢ grafy zbudowane na podstawie kodu

Graya dla dowolnego n.

Zad. 14
Zatozenia:
Rozpatrzymy dwa przypadki:
- Istnieje graf G majacy 2 wierzchotki {X, y}, ktére sa niepotgczone.

- Istnieje graf G majgcy co najmniej dwie sktadowe {x, y},{w,Vv}. Oznacza to, ze

istniejg dwie krawedzie: miedzy wierzchotkami {x, y} oraz miedzy wierzchotkami {w,v}.

Dowodd:

1. Pierwszy przypadek jest trywialny, dopetnienie grafu G to dwa wierzchotki {x, y}

potaczone krawedzig.
2. Drugi przypadek:
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a. W grafie G, dwie dowolne sktadowe nie sg potgczone krawedzig. W
dopetnieniu grafu G dowolny wierzchotek z jednej sktadowej, tworzy

droge z kazdym wierzchotkiem z drugiej sktadowe;.
W

u
b. W ten sposdb dwa dowolne wierzchotki z jednej sktadowej sg potgczone

przez wierzchotek z drugiej sktadowej.
W

u
c. W przypadku wiekszej ilosci sktadowych mozemy prowadzi¢ drogi przez

kilka sktadowych. W ten sposdb, w zadnej ze sktadowych z grafu G nie ma
wierzchotka, ktory nie bytby potgczony droga z wierzchotkiem ze swojej
sktadowej oraz z wierzchotkami z innych sktadowych, tak wiec dopetnienie
grafu G jest grafem spdjnym.

KONIEC
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