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PODSTAWOWE DEFINICIE

Graf nieskierowany
Grafem nieskierowanym G nazywamy dwa zbiory:

1. Niepusty zbiér wierzchotkéw grafu V (G)
2. Zbiédr krawedzi grafu E(G) , bedacy podzbiorem dwuelementowych

zbiorow wierzchotkéw z V , czyli:
Eg{{u,v}:u,VEV}

Graf skierowany
Grafem skierowanym G nazywamy dwa zbiory:

1. Niepusty zbiér wierzchotkéw grafu V (G)
2. Zbiér krawedzi grafu E(G) , bedacy podzbiorem par uporzadkowanych

iloczynu kartezjanskiego V xV , czyli relacje:
EcVxV

Droga

Drogag w grafie nazywac bedziemy cigg krawedzi taki, ze koniec jednej stanowi
poczatek nastepne;.

Cykl
Cyklem nazywamy:
* Droge XX, X;...X X, gdzie X, X,,X5,..., X, to wierzchotki
* O dtugosci co najmniej 1
* Zamknietg
* Taka, ze wszystkie wierzchotki X, X,, X5,..., X, sg rézne
Droga acykliczna
Drogg acykliczng nazywamy droge nie posiadajaca cyklu.
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Macierz sgsiedztwa

Macierza sasiedztwa grafu (skierowanego lub nie) nazywamy macierz M , w
ktorej przedstawiamy liczbe krawedzi tgczacych poszczegdlne wierzchotki.

Macierz incydencji

Macierzg incydencji grafu (skierowanego lub nie) nazywamy macierz A ,
majacy liczbe wierszy rowna liczbie wierzchotkow i liczbe kolumn réwng liczbie

krawedzi. Jej wyraz &; rowna sie:

o —1, jesli wierzchotek jest koricem krawedzi (tylko w grafie skierowanym)

e 0, jesli wierzchotek nie styka sie z krawedzia

o 1, jesli wierzchotek jest poczatkiem krawedzi (w grafie skierowanym), lub
styka sie z krawedzig (w grafie nieskierowanym)

o 2, jesli wierzchotek jest poczatkiem i koricem krawedzi (tylko w grafie
skierowanym)
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TYPY GRAFOW

Grafy acykliczne
Graf acykliczny to graf nie posiadajacy cyklu.
Grafy izomorficzne

Grafy G iH sgizomorficzne, gdy istniejg takie wzajemnie jednoznacznie
funkcje v:V(G)—>V(H) ie:E(G)—>E(H), przyporzagdkowujace sobie ich
wierzchotki i krawedzi tak, ze odpowiadajgce sobie krawedzi f3cza
odpowiadajgce sobie wierzchofki.

Oznacza to, ze krawedz a tgczy ze sobg dwa wierzchotki x iy w grafie G wtedy
i tylko wtedy, gdy odpowiadajaca jej krawedz e(a) taczy wierzchotki v(x) iv(y)

w grafie H .

Ozn: G=H

Graf prosty

Graf prosty to grafy bez krawedzi wielokrotnych i bez petli.

Graf regularny

Graf regularny to graf, w ktérym wszystkie wierzchotki sg tego samego stopnia.
Graf pusty

Graf pusty to graf, w ktérym w ogdle nie ma krawedzi (sg same wierzchotki
izolowane).

Graf petny

Graf petny to graf prosty, w ktérym kazdy wierzchotek jest potgczony krawedzia
z kazdym.

Ozn: K,
Graf samodopetniajacy
Graf samodopetniajacy to graf izomorficzny ze swoim dopetnieniem.
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Graf dwudzielny

Graf dwudzielny to graf, ktdrego wierzchotki mozna podzieli¢ na dwa roztgczne
zbiory A iB , takie, ze kazda krawedz tego grafu tgczy wierzchotek ze zbioru A z
wierzchotkiem ze zbioru B .

Graf dwudzielny petny

Graf dwudzielny petny to graf dwudzielny, z oznaczeniami jak wyzej, ale taki, ze
kazdy wierzchotek ze zbioru A jest potgczony z kazdym wierzchotkiem ze zbioru
B.

Kostka Qk

Graf, ktérego wierzchotki odpowiadajg k-elementowym ciggom zero-
jedynkowym, przy czym dwa wierzchotki sg potaczone krawedzig, jezeli
odpowiadajgce im ciggi roznig sie doktadnie na jednym miejscu, nazywamy k-
kostka i oznaczamy jako Q.

Kod Grey’a

Kod Graya dtugosci N—cigg zawierajgcy wszystkie kombinacje N cyfr0i 1,
ustawione w takiej kolejnosci, ze dwie kolejne kombinacje w ciggu rdznia sie
doktadnie jedng cyfra i ostatnia rdzni sie jedng cyfra od pierwsze;.
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PODSTAWOWE OPERACIJE NA GRAFACH

Suma grafow

suma graféw G, ={V (G,),E(G,)},G, ={V(G,),E(G,)} nazywamy graf
G, UG, ={V(G,)LV(G,),E(G)UE(G,)} .

Podgraf

Podgrafem grafu G = {V (G).E (G)} nazywamy grafG' = {V (G, E(G')} , taki, ze:
V(G')cV(G),E(G')cE(G) .

Réznica grafow

Przez G -G’ rozumiemy graf powstaty przez usuniecie z grafu G wierzchotkéw nalezgcych
do G’ i krawedzi do nich incydentnych.

Przez G \e rozumiemy graf powstaty przez usuniecie z grafu G krawedzi € i,ztgczenie” ze
sobg wierzchotkdw z nig incydentnych.

Dopetnienie grafu

Dopetnieniem G grafu prostego G , o zbiorze wierzchotkow V (G) , hazywamy graf o takim

sam zbiorze wierzchotkdw i taki, w ktorym wierzchotki tgczy krawedz wtedy i tylko wtedy,
gdy nie taczy je w grafie G .
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DROGA | CYKL EULERA

Droga Eulera

Droga Eulera nazywamy droge, zawierajgcg wszystkie krawedzie i taka, ktdra
nie zawiera dwodch takich samych krawedzi.

Cykl Eulera

Drogg Eulera nazywamy droge zamkniety, zawierajgcg wszystkie krawedzie i
taka, ktéra nie zawiera dwaoch takich samych krawedzi.

TWIERDZENIE Eulera (o istnieniu cyklu Eulera)
Graf spojny, majgcy wszystkie wierzchotki stopnia parzystego, ma cykl Eulera.
TWIERDZENIE o istnieniu drogi Eulera

Graf spojny, majgcy doktadnie dwa wierzchotki stopnia nieparzystego, ma
droge Eulera.

ALGORYTM Fleury’ego
Niech:
ES - pewien cigg krawedzi cyklu lub drogi

VS - pewien cigg wierzchotkdw cyklu lub drogi

e KROK 1: Jedliistnieje w grafie wierzchotek v stopnia nieparzystego, to
wybierz go, w przeciwnym razie wybierz dowolny wierzchotek stopnia
parzystego. Na samym poczatku VS =v , oraz ES = A (cigg pusty).

e KROK 2: Jesli z wierzchotka v nie wychodzi juz zadna krawedz, to
zatrzymaj sie.

e KROK 3: Jesli w grafie pozostata doktadnie jedna krawedz prowadzgaca z
wierzchotka v do pewnego wierzchotka w (niech tg krawedzig bedzie e ),
to usun krawedz e oraz wierzchotek v , a nastepnie przejdZz do KROK 5
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e KROK 4: Jesli w grafie pozostaty wiecej niz jedna krawedz wychodzaca z
wierzchotka v , wybierz takg krawedz e , po ktérej usunieciu graf
pozostanie spdjny, a nastepnie usun krawedz e

e KROK 5: zastgp v wierzchotkiem w , dotgcz w na koncu ciggu VS, oraz e
na koncu ciggu ES . Przejdz do KROK 2.
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DROGA | CYKL HAMILTONA

Droga Hamiltona

Droga Hamiltona nazywamy droge, ktéra przechodzi przez kazdy wierzchotek
grafu dokfadnie jeden raz.

Cykl Hamiltona

Cyklem Hamiltona nazywamy droge zamknietg, ktéra przechodzi przez kazdy
wierzchotek grafu dokfadnie jeden raz.

WARUNEK WYSTARCZAJACY 1 na to, aby graf byt grafem hamiltonowskim

Jezeli grafG nie ma petli, ani krawedzi wielokrotnych, ma co najmniej 3
wierzchotki, z ktdrych kazdy ma stopien rowny co najmniej potowie ilosci

wierzchotkdéw, to graf G jest grafem hamiltonowskim.

WARUNEK WYSTARCZAJACY 2 na to, aby graf byt grafem hamiltonowskim
Jezeli graf majacy N wierzchotkdw i nie majacy petli, ani krawedzi
wielokrotnych, ma co najmniej %(n—l)(n—2)+2 krawedzi, to graf G jest grafem
hamiltonowskim.

WARUNEK WYSTARCZAJACY 3 na to, aby graf byt grafem hamiltonowskim

Jezeli graf majacy N wierzchotkdw i nie majacy petli, ani krawedzi
wielokrotnych, ma co najmniej 3 wierzchotki, oraz dla kazdej pary wierzchotkéw
(v,w) niepotaczonych krawedziag zachodzi nieréwnos¢: deg(v) +deg(w) >n , to

graf G jest hamiltonowski.
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WARUNEK KONIECZNY na to, aby graf byt grafem hamiltonowskim dla graféw
dwudzielnych

Niech G bedzie grafem dwudzielnym, z podziatem wierzchotkéw na zbiory

roztaczone V (G) =V, WV, . wowczas:

o Jesli graf G ma cykl Hamiltona, to: |V1|:|V2|

e Jedligraf G ma droge Hamiltona, to iloéci elementéw w zbiorachV;,V,
roznig sie co najwyzejo 1

e Jezeli graf nie ma ani cyklu, ani drogi Hamiltona, to ilos¢ elementéw w
zbiorach rézni sie co najmniej o 2

Jesli graf G jest grafem petnym dwudzielnym o co najmniej trzech
wierzchotkach, zachodzg takze twierdzenia odwrotne.
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GRAFY SKIEROWANE
Zrédto
Wierzchotek grafu skierowanego, nie bedacy koncem zadnej krawedzi.
Ujscie
Wierzchotek grafu skierowanego, nie bedacy poczatkiem zadnej krawedzi.
TWIERDZENIE o istnieniu Zrddta i ujscia

Kazdy skoriczony acykliczny graf skierowany ma co najmniej jedno ujscie i co
najmniej jedno zrodto.

ALGORYTM na znajdywanie ujscia
Niech dany bedzie skoriczony, acykliczny, skierowany grafG .

e KROK 1: Wybierz dowolny wierzchotek Vw zbiorze V (G)

e KROK 2: Oznacz ujscie jako wierzchotek V.
e KROK 3: Péki istnieje nastepnik wierzchotka V, wybierz wierzchotek U ze
zbioru nastepnikow wierzchotka V, oznacz go jako Vi przejdz do KROK 2

Etykietowanie uporzagdkowane

Etykietowaniem uporzgdkowanym nazywamy ponumerowanie N wierzchotkow
grafu cyklicznego skierowanego liczbami od 1 don, w taki sposdb, ze zawsze
jezeli istnieje droga od wierzchotka z numerem i do wierzchotka z numerem j,
to na pewno 1> J.

Kazdy acykliczny graf skierowany ma etykietowanie uporzagdkowane.
ALGORYTM na znajdywanie etykietowania uporzgdkowanego

Na wejsciu powinni$my mie¢ skoriczony, acykliczny graf skierowany G majacy
N wierzchotkéw, ze zbiorem wierzchotkéw V i zbiorem krawedzi E .
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KROK 1: Dopdki V nie jest zbiorem pustym, utwérz nowy podgraf H , sktadajacy
sie z aktualnego zbioru wierzchotkéw V i zbioru krawedzi E .

KROK 2: Znajdz dowolne ujscie w grafie H (np. przy pomocy algorytmu
opisanego wyzej) i nadaj mu etykiete n—|V |+1.

KROK 3: Usun wierzchotek z KROKU 2 ze zbioru V , usun takze krawedzie
wchodzace do niego ze zbioru E.

STOPIEN WIERZCHOtKA w grafie skierowanym
Stopniem ,wejéciowym” wierzchotka indeg (V) nazywamy liczbe krawedzi

»wchodzgacych” do niego, czyli liczbe krawedzi, ktorych ten wierzchotek jest
korncem.

Stopniem ,wyj$ciowym” wierzchotka outdeg (V) nazywamy liczbe krawedzi
»wychodzgcych” z niego, czyli liczbe krawedzi, ktdrych ten wierzchotek jest
poczatkiem.

Stopniem wierzchotka deg (V) w grafie skierowanym nazywamy sume krawedzi

,wchodzgcych” i ,wychodzgcych” z niego:
indeg(v)+outdeg(v)=deg(v)

Petla zwieksza stopien o 2 — jako krawedz jednoczesnie ,,wchodzgca” i
»wychodzgca”.

ISTNIENIE CYKLU EULERA dla grafow skierowanych

Dla grafu skierowanego ,spéjnego” (czyli takiego, ktéry bytby spdjny, gdyby
potraktowacd go jako nieskierowany):

Graf ten posiada cykl Eulera wtedy i tylko wtedy, gdy stopnie wejsciowy i
wyjsciowy kazdego wierzchotka sg réwne:

indeg(v)=outdeg(v)
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ISTNIENIE DROGI EULERA dla grafow skierowanych

Dla grafu skierowanego ,spdjnego” (czyli takiego, ktory bytby spdjny, gdyby
potraktowad go jako nieskierowany):

Graf ten posiada droge Eulera wtedy i tylko wtedy, gdy stopnie wejsciowy i
wyjsciowy kazdego wierzchotka, z wyjatkiem dwodch sg réwne:

indeg(v) =outdeg(v)

Co do tych dwdch wierzchotkdw, ktorych stopnie wejsciowy i wyjsciowy nie sg
réwne, w jednym z nich, stopien wejsciowy musi by¢ wiekszy od drugiegoo 1, a
stopien wyjsciowy mniejszy o 1.

ODWROCENIE grafu

Odwréceniem grafu skierowanego G nazywamy graf skierowanyé , otrzymany
przez odwrdcenie kierunkdw wszystkich krawedzi grafu G .
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