
 

www.etrapez.pl Strona 1 
 

 

 

 

KURS 

REKURENCJE, NOTACJA O,  

GRUPY i PIERŚCIENIE 
(WYBRANE ZAGADNIENIA) 

 
 

Lekcja 3 

Wyznaczanie wzorów jawnych na ciąg 

rekurencyjny 

 

 

Odpowiedzi do zadania domowego 

  



 

www.etrapez.pl Strona 2 
 

Część 1: TEST 

1) a 

2) b 

3) d 

4) a 

5) b 

6) a 

7) a 

8) b 

9) b 

10) c 

ODPOWIEDZI DO ZADAŃ 

Zad. 1 

a) 5 2na n= −  

b) 2 3n n

na = +  

c) ( ) ( )
8

7 7
7

n n

na n= − −  −  

d) ( )
1 11

8 2
5 5

nn

na =  − −  

e) 2 3n

na =   

Zad. 2 

a) 2

2
2 3k

ka += −  

b) 1 1

2
7 2 10 2 5k

k ka k − −= −  +  −  

c) ( )1

2
2 2 2 1k

k k ka −= + −  
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Zad. 3 

a) ( )2 2 1n

na = −  

Dowód indukcyjny (streszczenie): 

KROK 1 

( )1

1 12, 2 2 1 2 1 2a a= = − =  =  

( )2

2 22 2 2 6, 2 2 1 2 3 6a a=  + = = − =  =  

KROK 2 

Założenie: ( )1

1

2
2 2 1 , 3

2 2

k

k

k k

a
a dla k n

a a −

=
 = −  

= +
 

KROK 3 

Teza: ( )1 1

1

1

2
2 2 1

2 2

n

n

n n

a
a

a a

+

+

+

=
 = −

= +
 

( )( ) ( ) ( )1 2 2 1

1 2 2 2 2 2 1 2 2 2 2 2 2 4 2 2 2 2 2 1n n n n n

n na a + + + +

+ = + = − + = − + = − + = − = −  

CKD 

b) ( )
13 1

1
2 2

n

na
+

= +  −  

Dowód indukcyjny (streszczenie): 

KROK 1 

( )
1 1

1 1

3 1 3 1
2, 1 2

2 2 2 2
a a

+
= = +  − = + =  

( )
2 1

2 2

3 1 3 1
3 2 1, 1 1

2 2 2 2
a a

+
= − = = +  − = − =  

KROK 2 

Założenie: ( )
11

1

2 3 1
1 , 3

3 2 2

k

k

k k

a
a dla k n

a a

+

−

=
 = +  −  

= −
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KROK 3 

Teza: ( )
21

1

1

2 3 1
1

3 2 2

n

n

n n

a
a

a a

+

+

+

=
 = +  −

= −
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 2

1

3 1 3 1 3 1 3 1
3 3 1 3 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2

n n n n

n na a
+ + + +

+

 
= − = − +  − = − −  − = + −   − = +  − 

 
 

c) 12 3n

na −= −  

Dowód indukcyjny (streszczenie): 

KROK 1 

1 1 0

1 11, 2 3 2 3 2 1 1a a −= = − = − = − =  

2 1

2 23 1 4 1, 2 3 2 3 1a a −=  − = − = − = − = −  

KROK 2 

Założenie: 
1 1

1

1
2 3 , 3

3 4

k

k

k k

a
a dla k n

a a

−

−

=
 = −  

= −
 

KROK 3 

Teza: 
1

1

1

1
2 3

3 4

n

n

n n

a
a

a a
+

+

=
 = −

= −
 

( )1

1 3 4 3 2 3 4 6 3 4 2 3n n n

n na a −

+ = − = − − = − − = −  

d) ( )
119 17

1
12 12

n

na
+

= − +  −  

Dowód indukcyjny (streszczenie): 

KROK 1 

( )
0 1

0 0

19 17 19 17 36
3, 1 3

12 12 12 12 12
a a

+
= − = − +  − = − − = − = −  

( )
( )

1 1

1 1

1 1 19 17 19 17 2 1
, 1

2 3 6 12 12 12 12 12 6
a a

+
= = − = − +  − = − + = − = −

 −
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KROK 2 

Założenie: ( )
0

1

1

3
19 17

1 , 21
12 12

2

k

k

k

k

a

a dla k n
a

a

+

−

= −


 = − +  −  
=



 

KROK 3 

Teza: ( )
0

2

1

1

3
19 17

11
12 12

2

n

n

n

n

a

a
a

a

+

+

+

= −


 = − +  −
=



 

( ) ( ) ( )

( )

( )

( )( )
( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )

( )

1

1 1 1 1
1

1 1 1
1

2
2 1

1

19 17 11 1 1 6

19 172 19 17 1 19 17 1 19 17 12 1
12 12 6

6 19 17 1 6 19 17 1 6 19 17 1 19 17 1

361 289 72 1219 17 1

19 17 19 17 1
1

12 12 12 12

n

n n n n
n

n

n n n
n

n

n

a
a

+

+ + + +
+

+ + +
+

+

+

− −  −
= = = =  =

  − +  − − +  − − −  −− +  − 
 

− −  − − −  − − −  − − −  −
= = = =

−− −  −

= − −  − = − − 
−

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 219 17 19 17

1 1 1 1
1 12 12 12 12

n n n+ + +
 − = − −  −  − = − +  −

 

CKD. 

Zad. 4 

Dowód indukcyjny (streszczenie): 

KROK 1 

0

0

1 5
1

2

1 1

F
 +

=    
 



,

1

1

1 5
1

2

1 5
1 / 2

2

2 1 5

1 5

F
 +

=    
 

+
 

 +



,

2

2

1 5
1 1

2

1 2 5 5
2 / 4

4

8 6 2 5

2 2 5

F
 +

= +    
 

+ +
 

 +



 

KROK 2 

Założenie: 
1 5

, 3
2

k

kF dla k n
 +

    
 
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KROK 3 

Teza: 

1

1

1 5

2

n

nF

+

+

 +
   
 

 

( )

1 1 1

1 1

1 1 1 1

1 5 1 5 1 5 1 5 1 5 1 5 2
1

2 2 2 2 2 2 2

2 3 51 5 3 5 1 5 1 5 6 2 5 1 5 1 2 5 5

2 2 2 4 2 4 2 4

1 5

2

n n n n

n n n

n n n n

F F F

− − −

+ −

− − − −

           + + + + + +
= +  + = + = + =                      

           

+       + + + + + + + +
=  =  =  =  =              
       

 +
=

( )
2

1 1 2 1

2

1 5 1 5 1 5 1 5

2 2 2 2

n n n− − +
+      + + +

 =  =              
       

 

Zad. 5 

Dowód indukcyjny (streszczenie): 

KROK 1 

1

1

3
2

2

3
2

2

a
 

=   
 



, 

2

2

1
4

3
3

2

9
3

4

3 2

a
 

=   
 





, 

3

3

3
8

3
2 2 1

2

27
4

8

4 3

a
 

= +    
 





 

KROK 2 

Założenie: 
3

, 4
2

k

ka dla k n
 

   
 

 

KROK 3 

Teza: 
1

1

3

2

n

na

+

+

 
  
 

 

1 2 2 2 2 2

1 1 2

2 3 1

3 3 3 3 3 7 3 28 3 27
2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 8 2 8

3 3 3

2 2 2

n n n n n n

n n n

n n

a a a

− − − − − −

+ − −

− +

             
= +  + = + =  =    =             

             

     
=  =     
     
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Zad. 6 

Dowód indukcyjny nierówności 1

1
2 2n n

n
n

a +


    (streszczenie): 

KROK 1 

1 1 1

12 3 2

2 3 4

a + = 

 
,

2 2 1

22 5 2

4 5 8

a + = 

 
,

3 3 1

32 3 3 2 1 2

8 11 16

a + =  +  

 
 

KROK 2 

Założenie: 1

1
2 2 , 4k k

k
k

a k n+


      

KROK 3 

Teza: 1 2

12 2n n

na+ +

+   

1 2 1

1 1 2

1 1

1 1 2

1

1 1 2

2 1 2

1 1 2

1 2

1 1 2

3 2 2 2 3 2 3 2 2 2

3 2 2 3 2 3 2 2

4 2 3 2 4 2

2 2 3 2 2 2

2 3 2 2

n n n n

n n n

n n n n

n n n

n n

n n n

n n

n n n

n n

n n n

a a a

a a a

a a a

a a a

a a a

− − −

+ − −

− −

+ − −

−

+ − −

−

+ − −

+ +

+ − −

 +   = +   + 

 +  = +   +

  = +  

  = +  

 = + 

 

Dowód indukcyjny zależności ( )12 1
n

n na a −= + −  (streszczenie): 

KROK 1 

( )
1 1

1 13, 2 1 1 3a a
−

= =  + − =  

( )
2 1

2 25, 2 3 1 5a a
−

= =  + − =  

( )
3 1

3 33 3 2 1 11, 2 5 1 11a a
−

=  +  = =  + − =  

KROK 2 

Założenie: ( )
1

12 1 , 4
n

n na a dla k n
−

−= + −     

KROK 3 

Teza: ( )1 2 1
n

n na a+ = + −  
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( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

1 1 1

1 1 1

1 1 2 1 1

1 1 1 1 2 1 2

1 2 1

2 1 2 2 1 1 4 2 1 1 4 1 2 1

4 1 3 1 3 2 1 1 3 2 1 1 1

3 2

n n n n n n

n n n n

n n n n n

n n n n n n n

n n n

P a a a a

a a a a a a a

a a a L

− − −

− − −

− − − − −

− − − − − − −

− − +

= + − = + − + − = +  − + − = + − + − =

= + − = + + − = + + − + − = + + − + − =

= + = =

 

 

Zad. 7 

( )200 6 2 n

na −= −  

10 1199,80a = zł. 

 

 

 

KONIEC 


