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KURS
REKURENCIJE, NOTACJA O,

GRUPY i PIERSCIENIE
(WYBRANE ZAGADNIENIA)

Lekcja 3
Wyznaczanie wzorow jawnych na ciag
rekurencyjny

ZADANIE DOMOWE
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Czeé¢ 1: TEST

Zaznacz poprawng odpowiedz (tylko jedna jest prawdziwa).

Pytanie 1
Co umotzliwia znalezienie wzoru jawnego na cigg w postaci rekurencyjnej?

a) Znalezienie np. setnego wyrazu ciggu przez proste podstawienie 100 do jednego
wzoru.

b) Znalezienie np. setnego wyrazu ciggu przed odwotanie do 99 wyrazu i 98 wyrazu.

c) Rozwigzanie ciggu.

d) Woyznaczenie rdwnania charakterystycznego dla danej zaleznosci rekurencyjnej i
rozwigzanie go.

Pytanie 2

Jak wygladad bedzie réwnanie charakterystyczne dla zaleznosci rekurencyjne;j:
a,=—-/a,,+12a ,?

a) r’=7r+12=0
b) r’+7r-12=0
c) r’*=12r+7=0
d r’+12r-7=0

Pytanie 3

Jak wygladac bedzie réwnanie charakterystyczne dla zaleznosci rekurencyjnej:a, =4a, , ?

a) r’+4r=0

b) r’—4r=0
c) r’+4=0
d) r’-4=0
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Pytanie 4

Niech r,,r, oznaczajg rozne od siebie pierwiastki rownania charakterystycznego pewnej
zaleznosci rekurencyjnej a, =ba, , +ca, ,.Jaka postac¢ jawng moze miec ten ciag

rekurencyjny?

a) a,=cr"+c,r,, c,Cc,eR
b) a,=crK"+c,r,', ¢,Cc, R lubnie mie¢ w ogdle postaci jawnej
¢ a,=c¢r" +c,nr,, c,ceR

d) a,=cr"+c,nr,, ¢,c, €R lubnie mie¢w ogéle postaci jawnej
Pytanie 5

W ktérej zaleznosci rekurencyjnej mozemy wykorzystaé wzor

Joo1ef(2) o , ,
a, =2 a1+EZT , dlak e N U{0}, dla policzenia wyrazow o numerach réwnych
i=0

potegom 2?

a) a,=2a,,+4n+1
b) s, =25 +n°+3n+2
c) a,=2a,,+5a, ,

d) a,, =2a,+55a,
Pytanie 6

Mamy znalez¢ wzdr jawny na pewien cigg rekurencyjny a, . Ktdra metoda postgpowania jest
prawidtowa?
a) Odgadna¢ w dowolny sposdéb wzdér w postaci jawnej, a pézniej uzasadni¢ go
indukcyjnie.

b) Rozpoczaé od dowodu indukcyjnego, a na koricu podaé wzdr w postaci jawnej.
c) Najpierw udowodni¢ indukcyjnie ciagg rekurencyjny a,, a potem wzér w postaci

jawnejna a, .

d) Odgadnaé wzor na a, przez wypisanie odpowiedniej liczby poczatkowych wyrazéw.
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Pytanie 7
Jakie jest zatozenie indukcyjne w uogdlnionej zasadzie indukcji matematycznej?

a) Twierdzenie (lub wzér) p(k)jest prawdziwe dla wszystkich k mniejszych lub réwnych
od dowolnie ustalonego n (i wiekszych lub rownych jakiemus$ wyrazowi
poczatkowemu K, ).

b) Twierdzenie jest prawdziwe dla dowolnie ustalonegon.

¢) Twierdzenie jest prawdziwe dla dowolnegon+1.

d) Twierdzenie jest prawdziwe dla dwéch wyrazéw poprzedzajgcych dowolnie ustalone
n.

Pytanie 8
Jaka jest teza indukcyjna w uogdlnionej zasadzie indukcji matematycznej?

a) Twierdzenie jest prawdziwe dla dowolnych n+k , gdzie njest ustalone w zatozeniu
indukcyjnym.

b) Twierdzenie jest prawdziwe dlan+1, gdzie njest ustalone w zatozeniu indukcyjnym.

c) Twierdzenie jest prawdziwe dlan ustalonego w zatozeniu indukcyjnym.

d) Twierdzenie jest prawdziwe.

Pytanie 9

Pan Kowalski 14 lipca zaciggnat kredyt na 10000. Pod koniec kazdego miesigca kwota kredytu
zostaje powiekszona o odsetki rowne 1% . Pan Kowalski w kazdy dzien po wyptacie (11 dzien
miesigca) sptaca 500zt raty. Niech wyrazy ciggu a,,a,, ... oznaczajg kwoty kredytu pozostate

do sptaty po 1, 2, ... miesigcach. Jak rekurencyjnie wygladac bedzie ciag a, ?

a,=1
) {a ~10000+1,01a,,~500, dlan>1

a, =10000
a,=101a ,-500, dlanx>1

a, =10000

a, =1,01(a, , ~500)

{a =1,01a, ,-500, dlanx>1
" {
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Pytanie 10
W jakich przypadkach stosowaé mozna indukcje w ciggach rekurencyjnych?

a) Tylko przy szukaniu wyrazu jawnego ciggu.

b) Tylko przy szukaniu wyrazu jawnego ciggu lub okreslaniu parzystosci/nieparzystosci
wyrazow.

c¢) Dowolnych.

d) Tylko, gdy zaleznos¢ rekurencyjna jest postaci:a, =ba, , +ca, ,, b,ceR
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CZQS'C' 2: ZADANIA

Zad. 1

Znajdz wzér jawny ciggu.

a =3

a) 1a,=1
a, =2a,,—a ,, dlan>3
a,=2

b) ja,=5
a,=5 ,—-6a ,, dlan>2
a, =1

c) =1
a,=-14a, ,-49, ,, dlan>2
a, =—2

d) ia =6
a,,=6a,,+16a, dlan>0
a,=2

e {aml:?san dlan>0

Zad. 2

Znajdz wzdr jawny na a, -ty wyraz ciggu.

a) a=la, =2a,+3
b) a =0,a,,=2a,+5-7n

¢ a=Lla, =2a +n’
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Zad. 3

Znajdz wzdr na wyraz jawny ciggu i uzasadnij go indukcyjnie.

) (=2
@ a,=2a,,+2 dlan>2

a_3 a,, dlan>2

& =

d) dlan>1

a =
a,=3a,,—4 dlanx>2

Zad. 4
Mamy dany ciag Fibonacciego:

F =1
F =1
F,=F_,+F_, dlanx>2

Udowodnij indukcyjnie, ze dla kazdej liczby naturalnejnzachodzi F, S[

1+\/§Jn.

2

Zad.5

Mamy dany ciagg:a, =1, =2,a,=3,a,=4a, ,+2a,, dlan>3.

Udowodnij indukcyjnie, ze dla kazdej liczby naturalnejn >1zachodzia, = (gj .
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Zad. 6
Mamy dany cigg:a, =18, =3,a, =5,a,=3a, ,+2a, , dlan>3.
Udowodnij indukcyjnie, ze dla kazdej liczby naturalnejn >1zachodzi2" <a, <2™, oraz
spetniona jest zaleznos¢ a, =a, , +(-1)"" .
Zad. 7

Pewien pracownik rozpoczyna prace w zakfadzie ze srednig pensjg miesieczng 1000zt. Po
roku otrzymat podwyzke pensji o 10%. Od tej pory w kazdym roku otrzymuje systematycznie
pensje zwiekszong o 50% w stosunku do ostatniego roku i pomniejszong o 50% w stosunku
do przedostatniego roku. Wyznacz wzor jawny na pensje pracownika po nlatach. lle zarabia
pracownik po 10 latach stazu?

KONIEC
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